
27 橢圓方程式(Elliptic Equation) 

 

定理 27.1  證明：方程式 

2 3 23y x   

無整數解 x與 y。 

【證明】假設整數 x與 y滿足原方程式，則我們有 

 

 

 

 

 

 

2

2

3

3

2 3

( ) 0,1 mod 4 ,
0 mod 4 ,

( ) 0,1,3 mod 4 ,
1 mod 4 .

23 mod 4 .

2 | ,

1 mod 4 .

y

x
y x

y

x

 
  

  
 

 


 



整數

整數

 

將原方程式改寫為 

2 3 3 24( ) 4 3 ( 3)( 3 9).
2

y
x x x x        

因為  1 mod4x  , 所以 2 3 9x x  被 4除之，餘數為 3；即至少有一個被 4除之，餘

數為 3的質數 p整除 2 3 9x x  。由此可推得 
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由費馬小定理知道 

 4 ( 1) 1 mod4 .p p  ∣  

這與質數 p先前的假設矛盾。 

 

習題 27.1  證明：方程式 2 3 5y x  無整數解 x與 y。 

 



習題 27.2  證明：方程式 2 3 11y x  無整數解 x與 y。14
 

14需要利用例題 24.3的結果。 

 

習題 27.3  證明：方程式 2 3 17y x  無整數解 x與 y。 

習題 27.4  考慮方程式 2 4 3 2 1y x x x x     的整數解 x與 y如下： 

(1) 當 1 3x x  或 時，證明： 

2 2 4 3 2 2 2(2 ) 4 4 4 4 4 (2 1) .x x x x x x x x          

 (2) 利用(1)求方程式的整數解 x與 y。 

 

習題 27.5  數學家想要知道“是否有既可表為三個連續正整數乘積且亦可寫成兩個連

續正整數乘積的正整數”。將此問題代數化，即是在解方程式 

2 3y y x x    

的正整數解 x與 y。事實上，此方程式有顯然的整數解為 (1, 1) 與 (2,2)。試

求過此兩點的直線與方程式的另一個交點為何？15 

15求出的解與 (2,2)是方程式的所有正整數解，參考 Quantum January/February 

1997, pp. 5-10像本問題的求點方法是有名的切線-割線法。 

 

 動手玩數學  

 

如下圖：先將十個小皮球整齊地擺在一起（如第一圖所示），首先將最底下一列的小皮

球（畫線的小皮球）拿掉，直擺到最右邊（如第二圖所示）；然後，如果有空白行出現，

則將空白行左邊的小白球向右平移，讓它們緊靠在一起（如第三圖所示）。像這樣的過

程，稱為操作一次。無論剛開始如何擺放小白球（不一定要擺四行，可擺任意行），在

經過某些次的操作之後，是否都會產生同樣的結果。 



 

 

 挑戰題  

 

考慮方程式 2 3 7.y x   

(1) 若整數數對 ( , )x y 滿足此方程式，則 x是奇數。 

(2) 證明此方程式無整數解。（提示：利用 2 2 21 ( 2)(( 1) 3)y x x     有一個被 4除之，

餘數為 3的質因數。這個證明方法是由數學家勒貝格在 1869年提出）。 

 

 獨立遊戲  

 

這個遊戲是匈牙利的一位數學家圖沙在一個會議上所提出來的。現在就來介紹這個遊戲

的玩法：一直線上有n個點（如下圖所示），甲、乙兩個人輪流每次只能選取一個點（甲

先玩、乙後玩），而且每次所新選取的點，不能在之前已選的點的旁邊。最後當有人不

能選取點的時候，那個人就輸了。 

 

 

 

我們的目的是：當甲、乙兩人都玩得很有策略的時候，找出 n等於多少的時候，誰會贏。

例如：當 3n  時，甲選中間的點的時候，乙就不能再選了，那麼甲就贏定了。同時，我

們也可以觀察到：當n是奇數的時候，甲有必贏的策略。因為甲選取中間點，就把這些

點等分成兩個部份。而乙選取其中一個部份的某點時，那麼甲只要對稱中間點來選取另

外一部份的那點即可。這樣下去，乙一定先遭遇到不能選取的情況（如下圖所示），那

麼甲就贏定了。 



 

 

 

如果n為偶數，很明顯地當 2n  時，甲贏。當 4n  時，乙會贏。而當 6n  時，只要甲

選取最後一個點，那麼能夠選取的點就只剩下四個。因為 4n  是後玩的人贏，所以 6n 

時，甲會贏。之後，我們可以檢驗出當 8n  時，乙贏； 10n  時，是甲贏。繼續下去我

們就可以知道當 12,14,16,18n  時，甲贏； 20,24,28n  時，乙贏。 

圖沙猜想：乙會贏的數字為 0,14,34n  或 

 4,8,20,24,28 mod 34 .n   


